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Boolesche Algebra

Management Summary

Steht das Symbol z fiir "weisse Dinge”, y fiir "Schafe”, so bedeutet zy weisse Schafe. y — xy sind die Schafe,
die nicht weisse Schafe sind. Dies ist dasselbe wie y(1 — x) die Schafe, die nicht weiss sind.

Aufgrund solcher Formalisierung hat George Boole 1854 gezeigt, dass man in der Logik - dhnlich wie mit Zahlen
- rechnen kann.

Ausgehend von einem Axiomensystem sollen in dieser Arbeit die Rechengesetze der " Booleschen Algebra” her-
geleitet werden.

Im Anhang wird gezeigt dass die Aussagenlogik und die Mengenlehre diesem Axiomensystem geniigen und folge-
richtig die Rechengesetze der " Booleschen Algebra” fiir diese gelten.
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1 Problemstellung

George Boole zeigte vor rund 160 Jahren, dass man mit Aussagen - dhnlich wie mit Zahlen - rechnen kann.

Hier soll dies in kompakter Form dargestellt werden. Der axiomatische Aufbau folgt dem Buch von G. Whitesitt " Boolesche
Algebra und ihre Anwendungen”.

Aufgebaut wird das System in den Kapiteln 4 und 5 auf der Konjunktion (und, hier: -) der Disjunktion (oder, hier: +) und
der Negation (nicht, hier: /). Die Konstante 1 steht fiir die Tautologie, 0 fiir die Kontradiktion.

In Anhang (Kapitel 8) wird die Giiltigkeit der Axiome (Definition 1) fiir Aussagenlogik und Mengenlehre gezeigt.

In Kapitel 6 erfolgt die Definition weiterer zweistelliger Operationen und eine Ubersicht iiber die verwendeten Symbole in
der Aussagenlogik, der Mengenlehre und der Informatik.

In Kapitel 7 wird der Anschluss an die Theorie der Ringe hergestellt.

2 Aussagenlogik

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, von dem objektiv festgestellt werden kann, ob es wahr (w bzw. 1) oder falsch (f

bzw. 0) ist. Man spricht von der Eigenschaft der " Zweiwertigkeit" .
Die Aussagenlogik definiert wie sich die Wahrheitswerte bei der Verkniipfung zweier Aussagen mittels den Partikeln "und”

(and bzw. A), "oder" (or bzw. V) und "nicht” (not bzw. —) zu einer neuen Aussage verhalten.

Formal besteht somit die Aussagenlogik

1) aus der Menge {0, 1}

mit auf ihr definierten Operationen

2a) und A :{0,1}% — {0,1}, via (2,y) — x Ay
2b) oder V : {0,1}? — {0,1}, via (z,y) — z Vy
2¢) nicht = :{0,1} — {0,1}, via z — -z

Die Wirkungsweise der Operationen kénnen (wie beim 1x1 der Zahlen) in Wertetabellen dargestellt werden. ..

oder (V) und (A) nicht ()
a|blaVd alblaAd 7 -a
00| O 00| O 0 1
01 1 01 0 1 0
110 1 110 0
11 1 11 1

Damit ist alles definiert!

Wie in der Standardalgebra kénnen Terme in dquivalente (=gleichwertige) Terme umformt werden (Beispiel Standardalgebra:

- (14+y) =2+ zy). In der Algebra der Aussagenlogik gilt beispielsweise die Identitdt © A x =

Wie in der Standardalgebra wird man in der Algebra der Aussagenlogik eine Reihe von Grundgesetzen (=Axiome) deklarieren,

auf deren Basis man die Umwandlung von Termen in dquivalente Terme nachweisen kann.

An unserm Beispiel aus der Standardalgebra sieht die Ableitung der Aquivalenz der beiden Terme z(1 + y) und z + zy wie
folgt aus:

Verwendet werden das Distributivgesetz (D) a(b + ¢) = ab + ac; und die Eigenschaft der Zahl 1 als neutrales Element der
Multiplikation (N) a -1 = a:
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z(1+y) L xl +zy i x4+ zy qed.
Die formale Definition einer Boolschen Algebra erfolgt in Kapitel 5. Im Anhang (Kapitel 8) erfolgt der Nachweis, dass die
Algebra der Aussagenlogik die Axiome einer Boolschen Algebra erfiillt, also eine Boolsche Algebra ist.

3 Mengenlehre

Die Mengenlehre ist eng verkniipft mit der Aussagenlogik.

Formal ist der Zusammenhang folgender. . .
Gegeben sei eine Grundmenge €.
Grundlegend ist die Bijektion f : PotQ — {0,1}, die jeder Teilmenge von € den Vektor in {0, 1} zuordnet, der genau

an den Stellen z eine 1 hat, fiir die gilt z € Q.
1

Beispiel: € := {1,2,3}. Fiir die Teilmenge {1,3} ist f({1,3}) = ( 0 >; fiir die Teilmenge {} ist f({}) = < 8 >; fiir die

1 0
1
Teilmenge {1,2,3} ist f({1,2,3}) = ( 1 > usw.
1

Die Operationen der Aussagenlogik lassen sich durch komponentenweises Anwenden von der Menge {0,1} auf die Menge
{0, 1} iibertragen.

e T (- ())-()-()-(0)

Auf diese Weise iibertrigt sich die Eigenschaft eine Boolsche Algebra zu sein, von der Aussagenlogik auf jedes {0, 1} und
wie nachfolgend gezeigt auf die Mengenalgebra der Teilmengen von 2.

Definition der Operationen zwischen Teilmengen von € via die Bijektion f : Pot Q — {0,1}%:
Schnittmenge: AN B = f~1(f(A) A f(B))

Vereinigungsmenge: AU B = f~1(f(A) V f(B))

Komplement: A = f~1(=f(A))

4 Formale Definition einer Booleschen Algebra

"o,

Gegeben ist eine Menge R und auf dieser zwei zweistellige Operationen s bzw. "+" und m bzw.
s: (a,b) — s(a,b) =:a+bund m: (a,b) — m(a,b) =:a-b=:ab

zudem eine einstellige Operation 7 bzw. "'”
i1:a—i(a) =:d

und zwei Konstanten 0 # 1.

Man spricht kurz von der Struktur (R,-,+,,0,1)

Konventionen: Statt m(a,b) schreibt man a - b oder kiirzer ab. Statt s(a,b) schreibt man a + b. Statt i(a) schreibt man a'.
Diese Kurzschriften machen eine Rangfolge der Operationen sinnvoll, um Klammern zu sparen:

”

""" hat den Vorrang vor ”-" und "+" beim Zugriff auf ein Argument.
"." hat den Vorrang vor "+" beim Zugriff auf ein Argument.
Greift von beiden Seiten dieselbe Operation auf ein Argument zu, so hat die weiter links stehende Operation den Vorrang

vor der weiter rechts stehenden.

Beispiel Im Term a + b - ¢’ hat somit

non

beim Zugriff auf ¢ die Operation "’" den Vorrang vor der Operation "-";

und beim Zugriff auf b die Operation "-" den Vorrang vor der Operation "+".
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Dies liesse sich explizit mit Klammern schreiben als a + (b (¢))

Definition 1 Boolesche Algebra (R, +,-,",0,1)
Es sollen folgende Axiome K.1 bis I.2 gelten:

1 2
K a+b=b+a ab = ba
D|a+bc=(a+b)(a+c) || a(b+c)=ab+ ac
N a+0=a al =a
I a+ad =1 aa’ =0

Bemerkung Aussagenlogik

Via Wabhrheitstafeln l3sst sich zeigen, dass diese Axiome (Definition 1) fiir die Aussagenlogik gelten, wenn man + als V, -

als A, " als — interpretiert. Sieche Anhang im Kapitel 8.

Bemerkung Mengenlehre

Via Kapitel 3 oder via Venndiagramme gemiss anhang im Kapitel 8 l4sst sich zeigen, dass diese Axiome (Definition 1) fiir

die Mengenlehre gelten, wenn man + als Vereinigung, - als Schnitt, ’ als Komplement interpretiert.

5 Identitaten in einer Booleschen Algebra

Es werden jetzt eine Reihe von Identitdten aus den Axiomen (Definition 1) hergeleitet. Die Gesetze treten jeweils paarweise

auf, was sich schlussendlich im Dualitatsprinzip (Satz 12) zusammenfassen lasst.

Satz 1

1 2

Sl |a+a=al| aa=a

Beweis 1

S1lia 2 a+0 2 atad 2 (a+a)(a+a) 1 (a+a)l " ata qed.

S1.2:a %2 a1 2 ala+a’) %% satad 2 aa+0 'Y aa qged.

Satz 2

1 2

S2|a+1=11| a0=0

Beweis 2

1.1 2 K N.2

211 2 ata ¥ ata1 ¥ (a+a)(a+1) 1! 1(a+1) <2 (a+1)1 = a+1 qed.

$2.2:0 2 aa’ a(a’ +0) %% aa’ +a0 2 0+a0 " a0+0 Y a0 qged.

Satz 3

1 2

S3|at+ar=a || ala+z)=0a

Beweis 3

S3.1:a ¥ a1 22! alx +1) 2 ar+al ¥ arta 'S atax qged.

$32:a ' a+0°2 ata20 (a+z)(a+0) Nz'l (a+x)a 2 ala+ ) qed.
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Satz 4
S4 | Gilta+zxz=1und ax =0, dannist z =ad’

Beweis 4

N.2 Vor D.2 K.2 1.2 Vor K.2 D.2 1.1
S4:a/ Z dl = d(a+z) £ datdr £ ad+dr Z0+adx = ax+dz £ zat+azd = z(a+d) =

12 g ged.

Satz 5

1 2

S5 | ax+d'z ==z | (a+x)(a'+x)=x

Beweis 5
S5.1: ¢ v g1 U z(a+a) %2 va+zd ' az+dz qed.
522 = 2402 2+ aa 2 (x+a)(x+a) p (a+z)(@ +x) qed.

Satz 6 Assoziativgesetze

1 2
S6=A | a+ (b+c)=(a+b)+c || albc)= (ab)c
Beweis 6
H1: a((a 4+ b) 4+ ¢) = a(a + (b+¢))
Beweis H1: a((a + b) + ¢) 02 a(a+b) + ac 22 gtac 2 a Y aq0 %2 a+ ((b+¢)0) gy
(a+(®+e)a+0 = (a+(b+e)a = alat(b+e) ged.
H2: d/((a+b) +¢) = (a+(b c))
Beweis H2: a/((a + b) + ) a'(a+b)+de 22 (d'a+a'b) +d'c 2 (aa’ + a'b) 4+ d'c 2

(0+a'b) +dc A (@’'b+0)+de b+ ale 22 a'(b+c) v a(b+¢)+0 oy 0+a(b+c) !

ad +d'(b+c) < da+d(b+c) 2 d(a+(b+c) ged.

S6.la+(b+c) 2 ala+ (b+e))+a(at(b+e) " a((atb)+e)+a((atb)+¢) = (a+b)+ec ged

H3: a + (ab)c =a+ a(bc)
Beweis H3: a + (ab)c =

(a+ab)(a+c) >3 ala+c) = a = al = a(be+1) o a(l+bc) =
al + a(be) "2 a+a(be) q
H4: a' + (ab)c = o’ + a(be)
Beweis H4: o/ + (ab)e 2 (a/ +ab)(a’ +¢) 2 ((d +a)(@ +b)(d +¢) 'Z ((a+a)(d +b)(d +c)
(' +b)(a' +¢) & (@ +b)1)(d +¢) 2 (@ +b)(a +c) 2 d +be ' (¢ +be)l ' 1(a + be)

.1
1
(a+d')(a’ + bc) oy (@' +a)(a’ + bc) 2 a a(bc) qed.

S5.2 3/4

6.2 a(be) 22 (a+ a(be))(@ + a(be)) "Z* (a+ (ab)e))(a’ + (ab)e)) =2 (ab)e qed.
Satz 7

1 2

ST|0=1]1=0

Beweis 7

S71:0+1 2 140 1undo1 Y20 2 1=0 qed

$7.2:14+0 Y 1und 10 22 01 ¥ ¢ 2 0=1 ged.
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Satz 8
S8 | a’"=a
Beweis 8
S8 d' +a = a+d 2L 1undda L ad 2 ii a=a" qed.

Satz 9 deMorgan's Gesetze
1 2

S9 | (a+b) =d'b || (ab) =d +V

Beweis 9
S9.1: (a+b) + a'V Al a+ (b+db) ! a+(b+d)(b+1?) 1 a+ (b+a)l N2 a+ (b+a') oy
a+ (a' +b) A (a+a)+b My Y1 2

und (a+b) (@) 2 (@V)(a+b) 2 (@V)a+ (@b Ma)a+ @b)b 2 b(da) +a' (b'h) <
b (aa’) +a'(bb') 2 b0+a0 22 0+0 " 0

i‘; a'd = (a+b) qed.

$9.2: ab+(a'+b') A (ab+ad)+V oy (a'+ab)+¥ o (a'+a)(a’ +b)+b oy (a+a)(a'+b)+V 1 1(a’+b)+b e

@+0)1+0 "2 (@ o)+ 2 b)) L a1 2
und (ab)(a’ + ') 22 (ab)a’ + (ab)b' " (ba)a’ + (ab)b’ 22 blaa’) + a(bb') = b0+ a0 = 0+0 & 0
2 d = (ab)’ qed.
Satz 10

S510.1 | Das Resultat einer mehrgliedrigen Summe ist unabhangig von der Reihenfolge der Ausfiihrung der einzelnen
Additionen

S510.2 | Das Resultat eines mehrgliedrigen Produkts ist unabhangig von der Reihenfolge der Ausfiihrung der einzelnen
Multiplikationen

Beweis 10
510.1: Beweis durch Induktion nach der Anzahl n der Summanden der Summe.
Verankerung: In den Fallen n = 1 und n = 2 ist nichts zu beweisen.
V=Voraussetzung: Der Satz sei fiir n > 2 Summanden bewiesen.
Jetzt sei eine Summe mit n 4+ 1 > 3 Summanden gegeben, mit vorgegebener Ausfiihrreihenfolge der n Additionen.
Die letzte Addition S; + So v S1+ (S5 4+ ant1) Al (S14+5%) + ant1 v (...((a1 +a2) +az)...+ap) + anst1

liefert also immer dasselbe. qged.

$10.2: Beweis durch Induktion nach der Anzahl n der Faktoren des Produkts.
Verankerung: In den Fillen n =1 und n = 2 ist nichts zu beweisen.
V=Voraussetzung: Der Satz sei fiir n > 2 Faktoren bewiesen.
Jetzt sei ein Produkt mit n 4+ 1 > 3 Faktoren gegeben, mit vorgegebener Ausfiihrreihenfolge der n Multiplikationen.
Das letzte Produkt P P, v Py (Pjani1) Az (PLPy)an+1 A (... ((ara2)as) ...an)ant1

liefert also immer dasselbe. ged.

Bemerkung: Die Summe S bzw. das Produkt Pj kénnen dabei auch leer sein. Beachte die Definitionen Leere Summe := 0,
Leeres Produkt := 1.

Satz 11

S11.1 | Das Resultat einer mehrgliedrigen Summe ist unabhangig von der Reihenfolge der Summanden

S11.2 | Das Resultat eines mehrgliedrigen Produkts ist unabhingig von der Reihenfolge der Faktoren
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Beweis 11

S11.1: Beweis durch Induktion nach der Anzahl n der Summanden der Summe.
Verankerung: Im Fall n = 1 ist nichts zu beweisen.
V=Voraussetzung: Der Satz sei fiir n > 1 Summanden bewiesen.

Jetzt sei eine Summe mit n + 1 > 2 Summanden in beliebiger Reihenfolge gegeben.
S10.1
S

liefert also immer dasselbe. ged.

S11.2: Beweis durch Induktion nach der Anzahl n der Faktoren des Produkts.
Verankerung: Im Fall n = 1 ist nichts zu beweisen.
V=Voraussetzung: Der Satz sei fiir n > 1 Faktoren bewiesen.

Jetzt sei ein Produkt mit n 4+ 1 > 2 Faktoren in beliebiger Reihenfolge gegeben.

5102 K.2 A2 \%
P Pl(an+1p2) = Pl(PQCLn+1) = (P1P2)an+1 = ( . ((a1a2>a3) e an)an_,_l

liefert also immer dasselbe. ged.

St + (an+1 + Sg) K:-I Sh + (SQ + an+1) A:II (Sl =+ 52) + an+t1 l ( .. ((a1 + (12) =+ a3) -

+ an) + Ap+1

Bemerkung: Die Summen S; oder S5 bzw. die Produkte P, oder P, kdnnen dabei auch leer sein. Beachte die Definitionen

Leere Summe := 0, Leeres Produkt := 1. Satz 12 Dualitatsprinzip

Die Struktur (R,+,-,,0,1) geht via j : a — a’ isomorph iiber in die Struktur (R,-,+,",1,0)
Beweis 12
Dies folgt aus den Aussagen:

e j ist Bijektion
sy Def

j ist injektiv: Es sei j(a) = j(b), dann a 2 (J(a)) = (b)) v 2 b qged.
j ist surjektiv: Es ist a B g j(a') qed.

ojla+b) = (@+b) 2 v = j(a)j(b) qed.

e j(ab) Ot — (ab) 2y jla)+3(b) qed.

o i(@) = a" = ja) qed.

e j(0) = %o o qged.

Qj(l) 12 qged.

6 Weitere Operationen

Definitionen
l1|la—b:=d+b

2| a—b:=ab+a't

3|a®b:=ab +a'b

4 atb:=(ab) =a +V
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Namen und Symbol in Logik und Informatik (Programmiersprache "C") und Mengenlehre:

Boolesche Algebra | Logik Informatik | Mengenlehre

a-b a A'b [Konjunktion, AND, und] a&eb AN B [Schnittmenge]

a+b a V b [Disjunktion, OR, oder] alb AU B [Vereinigungsmenge]

a —a [Negation, NOT, nicht] la A [Komplement]

a®b a ® b [XOR, entweder oder] I(a ==10) | AAB [Symmetrische Differenz]
athb a1 b [NAND, nicht beide] !(a&eb) ANB=AUB

a—b a — b [Implikation, IF THEN, wenn dann] | (a <=b) | AUB;

Resultat ist €2, genau dann

wenn A C B [Teilmenge]

a<—b a « b [Aquivalenz, genau dann wenn] (a==b) | (ANB)U(ANB),
Resultat ist €2, genau dann
wenn A = B [Gleichheit]

Zu den letzten beiden Punkte in der Spalte Mengenlehre beachte man auch die Ausfiihrungen in Kapitel 3.

Satz 13

Alle Operationen einer Booleschen Algebra kénnen durch die einzige Operation T ausgedriickt werden!

Beweis 13

ata Def (aa)’ L2y ged.

2) (ata)t(b1d) 2 o100 T (b))
3) (atb)t(ath) = (ab) f(ab) =

e P qged.

T ((ab) (ab)') °E* (ab)” 2 ab qed.

7 Boolesche Ringe

Definition Ring
Ein Ring (R, +,-, 1,0, 1) ist eine Menge mit zwei zweistelligen Operationen + und -, einer einstelligen Operation n und zwei
Konstanten 0 # 1 die den folgenden Axiomen geniigt.
e (R,+,n,0) ist abelsche Gruppe:
RK.1 Kommutativgesetz: a +b=b+a
RA.1 Assoziativgesetz: a + (b+¢) = (a+b) + ¢
RN.1 Neutrales Element 0: a +0 =a
RI.1 Inverses Element n(a) zu a mit: a + n(a) =0
o (R,-,1) ist kommutativ und assoziativ mit Eins:
RK.2 Kommutativgesetz: a - b=10-a
RA.2 Assoziativgesetz: a - (b-¢) = (a-b) - ¢
RN.2 Neutrales Element 1: ¢ -1 =a
o RD Distributivgesetz: a- (b+c¢)=a-b+a-c

Bemerkung: Um die Notationen zu verkiirzen schreibt man kurz ab statt a - b; und um Klammern zu sparen, regelt man fiir
den Zugriff der Operationen auf ein Element: - hat Vorrang vor +.

Beispiel: So bedeutet a + bc in expliziter Form a + (b - ¢).
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Satz 14

S14.1 | In einem Ring ist das Resultat einer mehrgliedrigen Summe unabhéngig von der Reihenfolge der Summanden

S14.2 | In einem Ring ist das Resultat eines mehrgliedrigen Podukts unabhiangig von der Reihenfolge der Fakoren

Beweis 14
Wie bei Satz 10 und 11. Verwendet wird lediglich das Assoziativ- und das Kommutativgesetz. ged.

Satz 15
In einem Ring gilt fiir jedes a € R, dass a0 =0
Beweis 15
a0 + a0 2 a(0 4+ 0) RN1 40 addieren von n(a0) auf beiden Seiten ergibt a0 = 0

Definition Vielfache
Fiir ein Element a des Ringes (R, +,-,n,0,1) und = € Ny definiert man

(x—1)-a+a , firz>1
0 L firz =0
a®v.a [ firz>1

1 Cfirz =0

Definition Boolescher Ring

Eine Boolescher Ring (R, +,-,7n,0,1) ist ein Ring mit der zusatzlichen Eigenschaft
RB: a? = a fiir jedes a € R

Satz 16
Sei R ein Booleschen Ring. Dann gilt:
1 | fiir jedes a € R ist 2a =0
2| n(a)=a
3 | jedes endlich erzeugte ldeal in R ist Hauptideal
4 | fiir jedes maximale Ideal m C R ist R/m isomorph zu Z/(2)
Beweis 16
Da+1 2 (a+1)2 2 @+ 1)a+1) 2L (a+Da+ @+ 1)1 22 ala+ 1)+ (a+ 11 22 aga+1)+(a+1) 2
(@+a)+@a+1) ¥ (at+a)+(a+1) %1 34 + 1 addiert man beidseitig n(a) 4+ n(1),

so erhdlt man 0 = 2a qed.

2) n(a) Rt n(a) +0 ) n(a) 4+ 2a Def n(a) + (a + a) RA

RK.1

Al (n(a)+a)+a =

RK.1

(a+n(a))+a R 04a B gpo R qed.
3) Es reicht (a,b) = (a) + (b) = (a + b+ ab) zu zeigen. Dies erlaubt es, die Anzahl n > 1 der Erzeugenden eines ldeales
um eins auf n — 1 zu reduzieren.

sicher ist (a + b+ ab) C (a,b).

ala+b+ab) L a®+ab+ab = a+ab+ab = a+2ab) L a+
b(a+ b+ ab)

R 1) o RN

a zeigt a € (a+ b+ ab)

R b+ b2+ bab °22 ba+ b2 + 5% L ba+b+ba "=t by 2(ba) 2 b0 g

zeigt b € (a + b+ ab) qed.

4) K := R/m ist ein Korper mit der Booleschen Eigenschaft! Sei a € K, so

Def 1)

00 2 2 gral a+a?=a(l+a)

2)

Da ein Kérper keine echten Nullteiler hat, ist a = 0 oder 1 + a = 0 via beidseitiges Addieren von n(1) = 1 folgt

a = 1. Somit ist a € {0,1} und da a beliebig in K war also K = {0,1}. Jeder K6rper mit 2 Elementen ist aber
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isomorph zu Z/(2) qed.

Satz 17
Eine Boolesche Algebra (R, +,-,”,0,1) ist stets auch Boolescher Ring (R, ®,-,n,0,1).

Beweis 17

Definiere:

a®b:=ab +a'b

Die Operation - ist in beiden Strukturen gleich definiert!
n(a) :=a

Jetzt werden die Ringaxiome nachgewiesen:

RK1: a®b = abt/ +a/b " a'b+ab 2

ba' +ba = boa qged.
RA.1 Linke Seite: a @ (b ® ¢) Oef a® (bd +be) a(bd +b'c) +a(bc —|—b’)
a((bc") (b'c)") +a'(bd + V' c) 502 a((l + MO+ )+ d' (b +bc ) ((b’+c)(b+c’))+a (b’ +b'c)

a((t/ + )b+ (b +¢)c') + d'bd + d'b'c 2 (b(b' +c)+ b +c¢))+adbd + a'te 2

591

Def

D.2

a((bb' +be) + (V' +e)) +a'bd +a'be = a((bb' +be) + (V' + )+ a'bd + a'b'e 12
a((0+be)+ (V' +0)) +a'bd +a'tVe = a((be+0)+ (V' +0)) +ad'bd’ +a'te e
a(bc+b'c") + a'bd + a'b'e %2 abe+ ab'c + a'be + a'bc
RA.1 Rinke Seite: (a®b) ®c = (ab’ +adb)ydec = (ab’ +d'b)c + (ab + a’b) ¢ 2
(ab’ + a'b)c + ((ab')' (a'b))e 22 (abl + a'b)c + ((a’ +b")(a” +b))e 2 (abl + a'b)c’ + (@’ + b)(a + b)) 22
(ab' + a'b)c’ + ((d' +b)a+ (' + b)b'))e <2 ¢ (abl + a'b) + clald’ +b) + V' (a' +b))) 22
(
(

dab + da'b+ c(aa +ab+b’a’+b'b) K2 cabl + da'b+ c(aad’ + ab+ b'a' + bY) L2

dabl +a’b+c(0+ ab+b'a’ +0) St dabl + da'b+ clab+b'a’ +0+0) v
dabl + da’b+ c(ab+b'a’) D2 dab + a'b+ cab+ ba' PE? ab'c + a'be + abe + Va'e S
abc+ ab’c’ + a’bc’ +a’'b'c qed.

RN.1: a®0 Def a0’ +a’0 ST al+a0 "2 a+d0 522 at+0 'Y g ged.

RI.1: a ® n(a) * vwa T datad ' ad +ad 2 0+0 Y0 qed.

RK.2: ab 2 ba qged.

RA.2: a(be) 22 (ab)e qed.

RN.2: al 22 @ ged.

RD Linke Seite: a(b@® c) Oef a(bd —|—b’c) a(bc’) + a(b'c) M2 b +ablc

RD Rechte Seite: ab @ ac = ab® ac = ab b(ac)’ + (ab)ac :2 (ab)(a' + ') + (a/ + V') (ac) K2
(ab)(a' + ') + (ac)(a’ + V) 02 (ab)a’ + (ab)c’ + (ac)a’ + (ac)b’ 2 baa! + abe + cad + ablc 2
b0 + abé + c0 + ab'e 22 0+ abe’ + 0+ ab'c "2 abd +abe+0+0 " abd + ab'e qged.

RB: aa s;z a qed.

Satz 18
Eine Boolescher Ring (R, ®, -, n,0,1) ist stets auch Boolesche Algebra (R,+,-,,0,1).
Beweis 18
Definiere:
a+b:=a®d®bDad
Die Operation - ist in beiden Strukturen gleich definiert!
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a:=ad®1
Jetzt werden die Axiome der Booleschen Algebra nachgewiesen:

Kl:a+b Def a®bdab 51:4'1 bdadadb R b®adba Def b® a qed.
K2:ab "5 ba qged.

D.1 Linke Seite a + bc DZEf a® be @ abe

D.1 Rechte Seite (a + b)(a + ¢) Oef (a®bBab)(a®cdac) RO
(a@bDab)a® (aDbDab)c® (a B b D adb)(ac) =

ala®b@ab) ® c(a®bd ab) ® (ac)(a D bd ab) RO

aa ® ab @ aab @ ca ® cb ® cab ® aca ® acb ® acadb 12

a2 ®ab® ac® be ® ab® a’c ® 2abe & a’be }13

a®ab® acP bcd ab® ac P 2abc & abe 51:4'1
a ® 2ab ® 2ac & be & 3abe 51:6'1 a ® bc @ abe qed.

D.2: Linke Seite a(b + ) Def a(b® c P be) R0 ab @ ac @ abe

Def 14.2 RB

D.2: Rechte Seite ab +ac = ab® ac P abac S:' ab ® ac ® a’bc = ab @ ac @ abe qed.

N.1: a+0 D:ef a® 06 al 5;5 a®0&40 R ged.

N.2: al D:ef al R:N a qed.

llatd = awd daa’ = a®(a®l)®aladl) RO

a®(a®1)® (a®Dal) M gadaevalod? B 1e2n0ana? B

1®3a®a — 1®4a "2 1 qed.

1.2: aa’ 2 ala®1) R 2oa ¥ a?0e® awa = 22 °21 0 qged.

8 Anhang

8.1 Aussagenlogik

8.1.1 Definitionen der Operationen OR (oder, +), AND (und, -), NOT (nicht, ') via Wahrheitstafel

Bemerkung: 0=falsch, 1=wahr.

OR (+) AND (-) NOT ()
afblath o« d
ojo] o 0/0 0 0 1
0[1] 1 0[1 o0 1 0
1lo] 1 10 0
11 1 171 1
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8.1.2 Nachweis der Axiome K1 bis 12 fiir die Aussagenlogik

| menki

la|bla+b btal a|b|ab)|bal

0]0 0 0 00|00

0]1 1 1 0/1]0]| 0

110 1 1 1107100

1|1 1 1 17111

| Axiom D1 | | Axiom D2 |
‘a‘b‘c‘bc‘a—&—bc‘a—&—b‘a—f—c‘(a—i—b)(a—i—c)‘ ‘a‘b‘c‘b—i—c‘a(h—l—c)‘ab‘ac‘ab—i—ac‘
0[{0]0|0 0 0 0 0 0]0]0 0 0 01]0 0
0/]0(1]0 0 0 1 0 0]0]1 1 0 01]0 0
0/1]0]0 0 1 0 0 01110 1 0 00 0
0]1]1]1 1 1 1 1 0111 1 0 0,0 0
170(0]0 1 1 1 1 1100 0 0 010 0
170|1]0 1 1 1 1 1101 1 1 01 1
171]0]0 1 1 1 1 1110 1 1 170 1
17111 1 1 1 1 1711 1 1 11 1

Rt | A

/

lofavo] a[i[a] [o]c]ave]| [o]]a
olol o ol1] 0 ol1] 1 o/1] o0
1o 1 1/1]1 1o 1 1ol o

8.2 Mengenlehre

8.2.1 Definitionen der Operationen Vereinigung (+), Schnitt (-), Komplement (') via Venndiagramm

Bemerkung: 0=leere Menge, 1=Grundmenge 2
Vereinigung AUB  (A+ B) Schnitt ANB (A-B) Komplement A (A’)
1

A B

OO0

A B

(D

A

()

Boolesche Algebra [Version 2.1] (©Helmut Vetter 11 von 13



Boolesche Algebra

8.2.2 Nachweis der Axiome K1 bis 12 fiir die Mengenlehre

A+ B

J

A+ BC

>
(@)
@

A+0

5

A+ A

g

Axiom K1
= B+ A

g

Axiom D1

= (A+B)(A+C)

>
lve)

0

A

@

A(B+C)

Axiom N1

>
o}

Axiom |1

IC

MO

Boolesche Algebra [Version 2.1] (©Helmut Vetter
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Axiom K2

Axiom D2

AB + AC

Axiom N2

Axiom 12

MOHE
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