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Management Summary

Jede/r kennt die beriihmte Lésungsformel fiir die quadratische Gleichung az? + bz +2 =0
—b+Vb? — 4ac
2a '
Der eine oder die andere weiss auch, dass es Losungsformeln fiir Gleichungen dritten und vierten Grades gibt,
dass aber die allgemeine Gleichung ab Grad 5 nicht mehr durch Wurzeln auflésbar ist.

= xl/g =

Die wenigsten aber haben je eine allgemeine Gleichung dritten oder gar vierten Grades von Hand geldst.

In diesem Paper werden Losungsformeln fiir die Gleichungen 3. und 4. Grades hergeleitet und es wird nachgewie-
sen, dass durch diese jeweils alle Losungen geliefert werden.

Im Anschluss an die Herleitungen wird die Verwendung der Lésungsformeln an Beispielen vorgefiihrt.

Um den Artikel zu verstehen, sollte man neben Schulalgebrakenntnissen auch Grundkenntnisse zum Thema Kom-
plexe Zahlen haben.
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1 Einleitung

1 Vor rund 180 Jahren legte Evariste Galois mit seiner Theorie iiber die Symmetrien der Nullstellen algebraischer
Gleichungen die Grundlage, auf der gezeigt werden konnte, dass die allgemeine Polynomgleichung von Grad
n > 5 nicht auflésbar ist, das heisst nicht durch fortlaufende Adjunktion von Wurzeln geldst werden kann.

2 Ich gebe hier eine Zusammenstellung von Algorithmen zur Auflésung der Gleichungen von Grad 2, 3 und 4
im Korper der komplexen Zahlen C.

3 Die quadratische Gleichung wird in der gleichen Art reduziert, wie anschliessend die Gleichungen von Grad
3 und 4. Dies soll als Aufwarmen empfunden werden.

Die Gleichung 3. Grades wird mit dem Ansatz von Cardano x = u + v geldst. Allerdings rechne ich das v
folgerichtiger direkt aus dem w.

Die Gleichung 4. Grades I6se ich nach eigenem Ansatz als Produkt zweier quadratischer Funktionen.

Ich weise fiir alle 3 Grade (2 bis 4) durch explizite Rechnung nach, dass man jeweils genau alle Lésungen
gefunden hat. Auch hier ist der quadratische Fall analog behandelt.

4 Bemerkung: Unter ¢/z wird diejenige der p komplexen Wurzeln w mit wP = z verstanden, die kleinstes
Argument arg(w) € [0, 27] hat.
Fiir z = 0 ist /0 = 0.

5 Gleichungen der Form /ab = /a - ¥/b sind dann nur modulo Faktoren e giiltig.
Beispielsweise: \/(—1) - (—1) = v/1 = 1 wohingegen v/—1-/—1=1i-i = —1.

27mi

27 .
Modulo Faktor e » = e 2 = ¢™ = —1 sind die beiden Resultate dquivalent.

2 Die Quadratische Gleichung

6 Die allgemeine quadratische Gleichung hat die Form az? + bz + ¢ = 0, mit a # 0.

7 Losung
(GL1): ’ax2 +br+c= 0‘ Division durch a
b c
2 : . b
8 x —i—am—i—f:() Substitution z =y — o
b, b, b, ¢
_ _ - 7:0
Y=g, )+ =50+
2 by Bt Ve
Y az 12 ¥ T 22 T 4
b c
2
— 2+ 50
Y7 4q? * a
. b? 4ac — b?
9 Definiere p := —4—@24—2:(127

(GL2):

10 Via Substitution x =y — b ergibt sich eine Bijektion zwischen den Losungen z von (GL1)
und y von (GL2).
11 Umformen von (GL2):
Yy’ +p=0 |—p
y?=—p
12 Definiere:
U= +/—p

h=u Y2 =-u
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13 Den Nachweis, dass man mit w und —u alle Lésungen von (GL2) gefunden hat, liefert die Identitat (y —
w(y+u) =y* —u?=y* - (V=p)?=y>—(—p) =y’ +p qed.
Dabei wurde die Identitit (v/T)% = T benutzt.
Beachte: Im Gegensatz dazu gilt VT2 = T nur modulo Faktor —1.

14 Beispiel ’xQ +2x+6= 0‘
a=1, b= 22, c=6
dac —
_ dac b _5
4a?
u = /—p = 2.23606798:
y1 = u = 2.23606798%, yo = —u = —2.23606798i

b b
1=y o=l 2.23606798i, T9 = y2 — 2 === 2.23606798:

3 Die Kubische Gleichung

15 Die allgemeine kubische Gleichung hat die Form az3 4 ba? + cx +d = 0, mit a # 0.

16 Losung
(GL1): ’ax?’ + b’ +cx+d= 0‘ Division durch a
b d b
17 23 + Za? 4 Co +—-=0 Substitution x =y — —
Y b b, e b, d 5
3 2
_ iy — Ty — g
(y =g )"+ 2 3 +3a(y 3a)+a2 3
b b b b b b c be d
3 2 2
32 43—y — oyt 2yt Sy ——— 4 S =
4 3a” i 9a2Y ~ 2743 + o’ 3427 + 9a3 + 2’ 342 + a
3 3ac— b? N 27a%d — 9abc + 2b° 0
Y 3q2 Y 274’ -
: 3ac — b* 27a*d — 9abc + 2b3
18 Definiere p := aic))T , Q= a 27Z3C+

(GL2): !y3+py+q:0\

b
19 Via Substitution = y — — ergibt sich eine Bijektion zwischen den Losungen = von (GL1)
a
und y von (GL2).
20 Setze y = u + v
(u+v)’ +plu+v)+q=0
ud + 3uv + 3uv? + v+ pu+pv+q= (P + 03 +q) + (u+v)(Buv +p) =0
21 Die Gleichung ist sicher erfiillt, wenn gilt:
Muw+v3+g=0und (I)3uv+p=0
2 () 3uv+p=0=v= —Sﬁ, falls u # 0
U
3 3

p

. . p 6 3
ingesetzt in (1): u 973 +q¢=0=u" +qu o 0

3 2 i
|q? + 48
Substitution: z := u® = 2% 4 ¢z — ]2)—7 =0=z= % — g = (%)2 + (g)3 = % gemass

Losung 1 der quadratischen Gleichung.

23 Definiere u := /z = \3/ (%)2 + (%)3 _ g

24 Bezeichne j := ¢2™/3 die dritte Einheitswurzel im 2. Quadranten der komplexen Zahlebene.
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25 Definiere:
p

p . p . 2 P 2., p .
F ” 1: 0: == - ), = —_——_—= — —, D —_— = —
Fall lrw0: 1 =u— o 4o = Jju sju T g U g = j*u J3u
Fall 2: u = 0 = via GIeichung (II) p = 0. Dies ergibt die reinkubische Gleichung: ¥ 4+ ¢ = 0 mit den drei

Lésungen y1 = /—q, Y2 = j/—q, y3 = §°/—

26 Den Nachweis, dass man mit y1, yg und ys alle Ldsungen von (GL2) gefunden hat, liefern die Identitaten:

. . D
Fall 1: (y — )y — 52 —)=
Fall 1: (y u+3 My —ju+j 3p)(y J 1;4‘]3”)
3 Yo -2 _ P
y+y(ju+]3 ju+33 u+3)+ p
2 2P 4P D 2P 2P 217
y(j*u 5= ]3+J92+J —J3 J3+392+]U i3 ]3+]9u2)+
3.3 .9 PU 4 pu .3}77 3pu .2p 4p -3 p _
(= iy g 9u+‘7 3 ‘729u R TY
o p o oD
Py L4+ (—ut+ )y = L) 1+ 5+ 243 (=i — ) D)+
NG 3u T 9y 3
=0 =0 =1
3 6 P\3
3 pu P . ) p 3 U _(g) 3
(' + (5 =) At +5) +oo5) =y +py 3 Y’ +py+q qe

=0

Fal (—F( —JjV=aly —jQW)
( f+]f+ﬁ)+y( (\/71)2+j2(€/7) +i(V=0*) - ° (V=) =
v V=a (2 + i+ 1) +y(V=a)* 1+ 52+ ) ~(—a) = y° + ¢ qed.

=0 -0
27 Dabei wurden folgende Identitdten benutzt:
1) (VT)? =T
2) (VT =T

-1 1-1
2= T ST _gund —j— =1

S
—_
+

<.

+

<

Il
Il

=
- (7 <%>2+<§>3—%)6—<§>3:((d <3>2+<§>3—g)3>2—<§>3:
' (e @r 1) @7 G-
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28 Beispiel ’x3+4x2+5x—220
a=1,b=4,¢c=5d= -2

3ac — b? 27a%d — 9abe + 2b°
= ——— = -0.33333333, ¢ = = —3.92592593
p 3a2 4 27a3
— B+ Iy~ 4 — 1 577494
U \/ (3) +(2) 5 .57749436

j = 0.5+ 0.86602544, j2 = —0.5 — 0.8660254i
Y1 = u— 33 — 1.64792955, yo = ju — j23£ = —0.82396477 + 1.30515153i
u u

ys = j2u — j3£ = —0.82396477 — 1.30515153i
u

b b
TL=Y o = 0.31459621, xo = y2 — 30— —2.15729811 + 1.305151533

b
T3=Y3 5o = —2.15729811 — 1.305151534

4 Die Quartische Gleichung

29 Die allgemeine quartische Gleichung hat die Form az* + bz + c2? +dx + e =0, mit a # 0.

30 Losung
(GL1): ’ax‘l +bad +cx’+dr+e= O‘ Division durch a
b d b
31 g4 4 a:v?’ + ng + al‘ + 2 =0 Substitution x =y — Ta
b, b b, ¢ b, d b, e
(y 4ab) +(yb24a) +ab(3 @) :‘a(yb 4a)+b%—0 y y b .
—4 40 3 _ 2 AT N ¢
Z %dy T 6762Y 41V T et T o 1Y P3eaY " aat T ol Zaa2? t iead T
e
PP
i 8ac — 3b* 2 8a?d — 4abe + b3 N 256a’e — 64a?bd + 16ab’c — 3b* 0
Y 8a2 843 Y 2564 -
22 Definiere p = S9¢ 36> 8a’d — 4abc + b? . 256a’e — 64a®bd + 16ab*c — 3b*
b= 11T 843 T 2564

(GL2):’y4+py2+qy+r:O

b
33 Via Substitution x = y — — ergibt sich eine Bijektion zwischen den Lésungen = von (GL1)
und y von (GL2).
34 o Im Fall ¢ = 0 ergibt sich die Faktorisierung

y eyt =y - 2) (Y - 22) = (v — VE) (v + VA (y — V) (Y + Vz2),

wo 21 und zo die beiden Losungen der quadratischen Gleichung 22 + pz 4+ r = 0 sind.

e Im Fall r = 0 ergibt sich die Faktorisierung y* + py? + qy = v - (v> + py + q) was auf die Lésung y = 0
und die drei Losungen der kubischen Gleichung y® + py + ¢ = 0 hinausl3uft.

e Im Fall ¢ # 0 und r # 0 fiihrt der Ansatz

(GL3): |yt +py? +qu+7 = (2 + sy +1)(y> — sy + %) via Koeffizientenvergleich bei y? und y auf die

beiden Gleichungen:
) %—sz—i—t:p und (I1) %—st:q

35 Gelingt es ein Losungspaar (s,t # 0) dieses Gleichungssystems zu finden so gelingt es (GL2) gemass Gleichung
(GL3) auf die Losung zweier quadratischer Gleichungen % + sy +t = 0 bzw. 3 — sy—i-% = 0 zu reduzieren.
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36 Multipliziert man Gleichung (I) mit (—s) und addiert das Produkt zu Gleichung (Il), so erhilt man:

s3 —2st = —ps+q, was fiir s £0 t = sgg’% zur Folge hat.

37 Eingesetzt in Gleichung (I) ergibt sich:
s34+ ps—q 9 2rs
25 TS +ps—q
s8 4 s2p? + ¢ + 2pst — 2¢s® — 2pgs — 255 — 2pst 4 2¢s? + 4rs® = 2pst + 2p%s? — 2pgs
s8 — 258 4+ 2pst — 2pst — 2pst — 2¢s3 + 2953 + p?s? + Ars® — 2p%s® — 2pgs + 2pgs + g2 =0
—55 — 2pst + (—p? + 4r)s? + ¢* = 0 multipliziert mit —1 also:
(GL4): | 88 + 2pst + (p? —4r)s? — > =0

= p multipliziert mit 2s - (s> + ps — q):

38 Substitution z = s fiihrt auf die Kubische Gleichung:
23+ 2p2% + (p? — 4r)z — ¢® = 0 davon ermittelt man eine Ldsung z.

39q750:>z7é0:>5:\/3§7é0
r#0und s #0 =t = "L £ 0, weil
GL4

3
§° + ps — 6 44 252 2 6 4 2 2 2 2 2
#'(53—1—]?84-(]): sO42pst4psi—q* __ s" +2ps” 4+ (p” —4r)s”T —q +4rs® __ 4rs _27”5#0

25 2s - 2s - 2s

3
. .. . S + S —
40 Jetzt wird explizit nachgewiesen, dass das Paar (s,t = s rpsTg

(I)i—32+t—L—82+
t B34 ps—gq 2s 25(s3 4+ ps — q)

) die Gleichungen | und Il erfiillt:
s
s +ps—q _ 4rs® —25°(s° +ps —q) + (s +ps —q)? _

4rs? — 255 — 2pst 4+ 2¢s® + s + p?s? + g% + 2pst — 2¢s® — 2pgs B —55 4+ (4r + p?)s? — 2pgs + ¢ B

25(s3 +ps —q) B 25(s3 + ps — q)

=0, gemiss GL4

— (8% + 2pst + (p? — 4r)s® — ¢°) +2ps(s® + ps — q)

= ed.
25(s3 4+ ps —q) ba
(1) TS ; 2rs? s(s3+ps—q) 4drs® — s — p2s? — g% — 2pst + 2¢s3 + 2pgs
— — st = — e e
s3 + ps — ¢2 2s 2(s3+ps—q)
=0, gemiss GL4
— (s +2ps" + (0* —4r)s* — ¢*) +2q(s® + ps —q) _ . qed

2(s* +ps —q)
11 Beispiel | 24 + 423 + 522 — 2 + 8 = 0|
w423 4522 —224+8=0a=1,b=4,c=5d=-2,e=38
_ 8ac—3b* _ 8a?d — dabc+ b> _ 256a%e — 64a%bd + 16ab?c — 3b*
 8a2 - -
§5 — 25 — 4752 —16 =0
23 =222 472 - 16 =0
z = 8.06984372 ,
s = /7 = 2.84074704, ¢ = S’*é"ﬂ — 423806202

S
Faktorisiert als (22 + 2.84074704x + 4.23896202) (22 — 2.84074704x + 2.8308817)
y1 = —1.42037352 + 1490470094, 1 = —1.42037352 — 1.49047009;
ys = 1.42037352 + 0.90189842i, 4 = 1.42037352 — 0.90189842i

b b
1 =Y — o —2.42037352 4 1.49047009¢, z2 = y2 — Ta —2.42037352 — 1.49047009:

8a3 256at

b b
T3=Ys o= 0.42037352 + 0.901898421, x4 = y4 — o 0.42037352 — 0.90189842:

Polynomgleichungen [Version 2.1] (©QHelmut Vetter

-1, q= -4, r= 12

5 von 6



Polynomgleichungen

Literaturverzeichnis

Gellert, W. / Kiistner, H. / Hellwich, M. / Kastner, H. / Reichardt H. (1977): Kleine Enzyklopadie Mathematik.
10., vollig iiberarbeitete Auflage. Leipzig: VEB Verlag Enzyklopadie

Polynomgleichungen [Version 2.1] (©QHelmut Vetter 6 von 6



	Einleitung
	Die Quadratische Gleichung
	Die Kubische Gleichung
	Die Quartische Gleichung
	Literaturverzeichnis

