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Management Summary

Durch Simulation soll die Verteilung des Korrelationskoeffizienten r zweier unabh&ngiger normalverteilter Merkmale in
Abhangigkeit vom Stichprobenumfang n ermittelt werden. Es wird sich zeigen, dass diese fiir n > 25 recht gut einer

normalverteilten Zufallsvariable mit =0 und 0 = entspricht. — Kapitel 1.

1
vn—1

Analytisch ergibt sich, dass die Grosse t = r - t-verteilt ist mit d = n — 2 Freiheitsgraden. An den Simulationen

-2
1—r2
in — Kapitel 2 ist dies schon zu sehen.

Die Simulationen wurden in Excel und VBA-Basic programmiert. In — Kapitel 3 ist das Programmcode abgedruckt.
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Verteilung des Korrelationskoeffizienten r

1 Simulationen fiir die Zufallsgrosse » bei wachsendem Stichprobenumfang n

Durch jeweils 100’000 Simulation wurde die empirische Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion des Korrelationskoeffizienten r

zweier unabhangiger normalverteilter Merkmale in Abhangigkeit vom Stichprobenumfang n ermittelt.

Zum Vergleich ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer normalverteilten Zufallsvariable mit ¢ =0 und o =

eingezeichnet < gestichelte Linie.

1
vn—1

Man erkennt, dass fiir Stichprobenumfange n > 25 die empirische Wahrscheinlichkeitsdichte praktisch mit der Dichtefunk-

tion der Normalverteilung iibereinstimmt.

Stichprobenumfang n=2 / 100000 Simulationen => sigma=1
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Abb. 1: Stichprobenumfang n=2, 100'000 Simulationen, Vergleich N(1. = 0,0 = 1)

Stichprobenumfang n=3 / 100000 Simulationen => sigma=0.7067
7 e

Abb. 2: Stichprobenumfang n=3, 100000 Simulationen, Vergleich N(u = 0,0 = 0.7071)

Stichprobenumfang n=4 / 100000 Simulationen => sigma=0.57552
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Abb. 3: Stichprobenumfang n=4, 100000 Simulationen, Vergleich N(u = 0,0 = 0.5774)
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Stichprobenumfang n=5 / 100000 Simulationen => sigma=0.49962
0.9 ~

-2
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Abb. 4: Stichprobenumfang n=>5, 100°000 Simulationen, Vergleich N(ix = 0,0 = 0.5)

Stichprobenumfang n=5 / 100000 Simulationen => sigma=0.49962
0.9
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Abb. 5: Stichprobenumfang n=6, 100’000 Simulationen, Vergleich N(u = 0,0 = 0.4472)

Stichprobenumfang n=8 / 100000 Simulationen => sigma=0.37818
1.2 4
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Abb. 6: Stichprobenumfang n=8, 100000 Simulationen, Vergleich N(u = 0,0 = 0.378)

Verteilung des Korrelationskoeffizienten r [Version 1.0] (©QHelmut Vetter

2 von 10



Verteilung des Korrelationskoeffizienten r

Stichprobenumfang n=10/ 100000 Simulationen => sigma=0.33364
1.4 +

12
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Abb. 7: Stichprobenumfang n=10, 100'000 Simulationen, Vergleich N(u = 0,0 = 0.3333)

Stichprobenumfang n=12 / 100000 Simulationen => sigma=0.30195
1.4 4

-1 -09 -08 -0.7 -06 -05 -04 -03 -0.2 -01 o 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Abb. 8: Stichprobenumfang n=12, 100’000 Simulationen, Vergleich N( = 0,0 = 0.3015)

Stichprobenumfang n=15 / 100000 Simulationen => sigma=0.26659
1.6
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Abb. 9: Stichprobenumfang n=15, 100'000 Simulationen, Vergleich N(1. = 0,0 = 0.2673)
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Stichprobenumfang n=20/ 100000 Simulationen => sigma=0.22946
2 e

1.8 4

Abb. 10: Stichprobenumfang n=20, 100°000 Simulationen, Vergleich N(u = 0,0 = 0.2294)

Stichprobenumfang n=25 / 100000 Simulationen => sigma=0.20416
2.5 4

Abb. 11: Stichprobenumfang n=25, 100’000 Simulationen, Vergleich N(x = 0,0 = 0.2041)

Stichprobenumfang n=30/ 100000 Simulationen => sigma=0.18585
2.5 4

Abb. 12: Stichprobenumfang n=30, 100'000 Simulationen, Vergleich N(i. = 0,0 = 0.1857)
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Stichprobenumfang n=40 / 100000 Simulationen => sigma=0.16015
3 e

Abb. 13: Stichprobenumfang n=40, 100°000 Simulationen, Vergleich N(u = 0,0 = 0.1601)

Stichprobenumfang n=50/ 100000 Simulationen => sigma=0.14345
3 o

Abb. 14: Stichprobenumfang n=50, 100'000 Simulationen, Vergleich N(yx = 0,0 = 0.1429)

Stichprobenumfang n=100 / 100000 Simulationen => sigma=0.10088
4.5

Abb. 15: Stichprobenumfang n=100, 100°000 Simulationen, Vergleich N(pn = 0,0 = 0.1005)
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2 bei wachsendem Stichproben-

2 Simulationen fiir die Zufallsgrosse r - -
umfang n

[n—2
Durch jeweils 100’000 Simulation wurde die empirische Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Zufallsvariablen r - 17172
—r
zweier unabhdngiger normalverteilter Merkmale in Abhangigkeit vom Stichprobenumfang n ermittelt.

Zum Vergleich ist die (theoretisch korrekte) Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer t-verteilten Zufallsvariable mit d = n—2
Freiheitsgraden eingezeichnet — gestichelte Linie.

Fiir n = 2 ist die Zufallsvariable r-

5 nicht definiert, da sich in diesem Fall stets r = +£1 und also 1 =72 = 0 ergeben.
r

Stichprobenumfang n=3 / 100000 Simulationen => sigma=2.3458
0.35 4
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Abb. 16: Stichprobenumfang n=3, 100°000 Simulationen, Vergleich T(d = 1)

Stichprobenumfang n=4 / 100000 Simulationen => sigma=1.83086
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Abb. 17: Stichprobenumfang n=4, 100'000 Simulationen, Vergleich T(d = 2)

Stichprobenumfang n=5 / 100000 Simulationen => sigma=1.54112
0.40 4
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Abb. 18: Stichprobenumfang n=5, 100'000 Simulationen, Vergleich T(d = 3)
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Stichprobenumfang n=10 / 100000 Simulationen => sigma=1.14918
0.45 -

Abb. 19: Stichprobenumfang n=10, 100°000 Simulationen, Vergleich T(d = 8)

Stichprobenumfang n=20/ 100000 Simulationen => sigma=1.06245
0.45 -
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Abb. 20: Stichprobenumfang n=20, 100’000 Simulationen, Vergleich T(d = 18)

Stichprobenumfang n=50 / 100000 Simulationen => sigma=1.02268
0.45 -
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Abb. 21: Stichprobenumfang n=>50, 100°000 Simulationen, Vergleich T(d = 48)

Stichprobenumfang n=100 / 100000 Simulationen => sigma=1.0123
0.45 4
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Abb. 22: Stichprobenumfang n=100, 100’000 Simulationen, Vergleich T(d = 98)
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3 Programmcode

Option Explicit

Const KoernungP = 100

Const KoernungQ = 10

Dim P(-KoernungP To KoernungP) As Double

Dim Q(-11 * KoernungQ To 11 * KoernungQ) As Double

73k %k >k 3k ok 3k ok 5k 3k 3k 3k >k 3k >k 3k %k 5k >k >k %k >k 3k >k 3k %k 5k %k >k %k >k %k >k %k %k %k Kk kk

Sub VerteilungKorr(ByVal n As Integer, ByVal Simulationen As Long)
Dim k As Long, Wert As Double, NummerP As Integer, NummerQ As Integer
Dim ra As Range, sum2 As Double
Dim x1(-KoernungP To KoernungP) As Double
Dim x2(-KoernungP To KoernungP) As Double
Dim y(-KoernungP To KoernungP) As Double
TRk KK KKK KRR KKK KKK KKK KK KK Kok KKK Kok oK
For k = 1 To Simulationen
Wert = Korr(n)
NummerP = Int(Wert * KoernungP + 0.5)
P(NummerP) = P(NummerP) + 1

Next k
Set ra = Sheets("tabellel”).Range(”" Al")
sum2 =0

For k = -KoernungP To KoernungP
If k = -KoernungP Then
x1(k) = -1
x2(k) = x1(k) + 1 / (2 * KoernungP)
y(k) = 2 * P(k) * KoernungP / Simulationen
Elself k = KoernungP Then
x2(k) =1
x1(k) = x2(k) - 1 / (2 * KoernungP)
y(k) = 2 * P(k) * KoernungP / Simulationen
Else
x1(k) = (k - 0.5) / KoernungP
x2(k) = (k + 0.5) / KoernungP
y(k) = P(k) * KoernungP / Simulationen
End If
ra(2 * (KoernungP + k) + 1, 1) = x1(k)
ra(2 * (KoernungP + k) + 2, 1) = x2(k)
ra(2 * (KoernungP + k) + 1, 2) = y(k)
ra(2 * (KoernungP + k) + 2, 2) = y(k)
sum2 = sum2 + (k / KoernungP) A 2 * P(k) / Simulationen
P(k) =0
Next k
Sheets(” Tabellel”).Range("sigma”) = Sqr(sum2 + 1 / (KoernungP A 2 * 12))
End Sub

...simuliert Verteilung von r.
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73k 5k 3k 3k ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok sk skok sk sk sk ok skok ok skok sk sk sk ok k sk ok

Sub VerteilungKorrT(ByVal n As Integer, ByVal Simulationen As Long) ...simuliert Verteilung von 7 - 171_7_32
Dim k As Long, Wert As Double, NummerP As Long, NummerQ As Long
Dim ra As Range, sum2 As Double
Dim x1(-10 * KoernungQ To 10 * KoernungQ) As Double
Dim x2(-10 * KoernungQ To 10 * KoernungQ) As Double
Dim y(-10 * KoernungQ To 10 * KoernungQ) As Double
TR KRR KRR KRR
For k = 1 To Simulationen

Wert = Korr(n)

If Wert <> -1 And Wert <> 1 Then

NummerQ = mymax(-11 * KoernungQ), -
mymin(11l * KoernungQ, Int(Wert * Sqr((n - 2) / (1 - Wert A 2)) * KoernungQ + 0.5)))
Q(NummerQ) = Q(NummerQ) + 1

End If
Next k
Set ra = Sheets("tabelle2”).Range(" A1)
sum2 =0
For k = -10 * KoernungQ To 10 * KoernungQ

x1(k) = (k-1 /2) / KoernungQ

x2(k) = (k + 1 / 2) / KoernungQ

y(k) = Q(k) * KoernungQ / Simulationen

ra(2 * (10 * KoernungQ + k) + 1, 1) = x1(k)

ra(2 * (10 * KoernungQ + k) + 2, 1) = x2(k)

ra(2 * (10 * KoernungQ + k) + 1, 2) = y(k)

ra(2 * (10 * KoernungQ + k) + 2, 2) = y(k)

sum2 = sum2 + (k / KoernungQ) A 2 * Q(k) / Simulationen

Qk)=0
Next k
Sheets(" Tabelle2" ).Range("sigma”) = Sqr(sum2 + 1 / (KoernungQ A 2 * 12))
End Sub
TR KRR R KRR Kok
Function Korr(ByVal n As Integer) As Double ...simuliert Korrelationskoeffizienten r.

Dim sumx As Double, sumy As Double, sumx2 As Double

Dim sumy2 As Double, sumxy As Double, rx As Double, ry As Double, i As Integer
7 3k 3k 3k 3k 3k 3k Sk ok 3k 3k 3k ok 3k Sk ok >k Sk sk >k 3k k ok 3k sk ok >k sk ok 3k 3k Sk ok >k k ok >k k k%

sumx = 0
sumy = 0
sumx2 =0
sumxy = 0
sumy2 = 0
Fori=1Ton

rx = ZufallNormal()
ry = ZufallNormal()
sumx = sumx + rx
sumy = sumy —+ ry
sumx2 = sumx2 4 rx A 2
sumxy = sumxy + rx * ry
sumy2 = sumy2 + ry A 2
Next i
Korr = (sumxy * n - sumx * sumy) / Sqr((sumx2 * n - sumx A 2) * (sumy2 * n - sumy A 2))
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End Function

73k 3k >k 5k ok ok >k ok >k ok %k ok 3k >k 5k >k ok >k ok >k ok %k >k %k %k ok >k ok %k ok %k >k %k >k sk k ok k ok

Function ZufallNormal() As Double .. .standardnormalverteilte ZV 7.
TR KA AR F KA AAAAKKFKFFAAAK KK KA A A KKK

ZufallNormal = Errlnv(Rnd())
End Function

73k 5k 3k 3k ok 3k 3k ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok skok sk sksk ok sk ok ok skok sk sk sk k sk sk ok

Function Errlnv(ByVal x As Double, Optional ByVal mu As Double = 0, Optional ByVal sigma As Double = 1) As Double
. Hilfsfunktion.

73k 5k 3k 3k ok 3k sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok sk skook sk sksk ok skok ok skok sk sk sk ok sk sk ok

If x =0 Then
Errlnv = -10
Elself x = 1 Then

Errlnv = 10
Else

Errlnv = WorksheetFunction.NormlInv(x, mu, sigma)
End If
End Function

73k 3k >k 5k ok 5k >k ok >k 5k 3k 5k 3k ok 5k >k 5k >k >k >k >k %k >k 5k %k 5k %k ok %k >k %k >k %k %k >k *k >k k k

Function mymin(ByVal x As Long, ByVal y As Long) As Long ... Hilfsfunktion.
TRk ok K Kok KK KKK kKKK ok KKK Kok Kok Kok K kK KoK ok K
If x >=y Then
mymin =y
Else
mymin = X
End If

End Function

73k 3k >k 3k ok 3k ok 5k 3k 3k 5k >k 3k >k 3k %k 3k K >k 5k >k 3k >k 3k %k 3k %k ok %k >k %k >k %k k sk Kk kk

Function mymax(ByVal x As Long, ByVal y As Long) As Long ... Hilfsfunktion.
7 3k 3k sk sk 3k sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok 5k 5k >k >k >k k 5k k sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skokokosk ok
If x >=y Then
mymax = x
Else
mymax =y
End If
End Function
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